Spécialité mathématiques 1 2° trimestre

M. Davin
Devoir surveillé de mathématiques n°4'
La calculatrice est autorisée.
Ce sujet comporte 4 exercices sur 4 pages. Il sera rendu avec la copie.
Exercice 1 (5 points) |

Chaque semaine, un agriculteur propose en vente directe a chacun de ses clients un panier de produits frais qui
contient une seule bouteille de jus de fruits. Dans un esprit de développement durable, il fait le choix de
bouteilles en verre incassable et demande a ce que chaque semaine, le client rapporte sa bouteille vide. Une

étude statistique réalisée donne les résultats suivants :
* alissue de la premiere semaine, la probabilité qu'un client rapporte la bouteille de son panier est 0,9 ;

» sile client a rapporté la bouteille de son panier la premiere semaine, alors la probabilité qu’il ramene la

bouteille du panier la deuxieme semaine est 0,95 ;

* sile client n’a pas rapporté la bouteille de son panier la premiere semaine, alors la probabilité qu'’il

rameéne la bouteille du panier la deuxiéme semaine est 0,2.
On choisit au hasard un client parmi la clientéle de I'agriculteur.

On note R; I'événement « le client rapporte la bouteille de son panier la premiere semaine » et R, 'événement «

le client rapporte la bouteille de son panier la deuxieme semaine ».

1. Ecrire les trois probabilités correspondantes aux données de 'énoncé.

2. Déterminer la probabilité que le client ne rapporte pas la bouteille de son panier la deuxieme semaine

sachant qu’il a rapporté la bouteille de son panier la premiere semaine.
3. Construire I'arbre pondéré de probabilité modélisant cette situation.

4. Déterminer la probabilité que le client rapporte les bouteilles de ses paniers la premiére et la deuxieme

semaine.

5. On admet que la probabilité que le client rapporte la bouteille de son panier la deuxieme semaine est égale a
0,875. Sachant que le client a rapporté la bouteille de son panier la deuxieme semaine, quelle est la probabilité

qu’il n’ait pas rapporté la bouteille de son panier la premiére semaine ? On arrondira le résultat a 1072,



Exercice 2 (5 points)

Ce QCM comprend 5 questions. Pour chacune des questions, une seule des quatre réponses proposées est

correcte. Les questions sont indépendantes. Pour chaque question, indiquer le numéro de la question et recopier

sur la copie la lettre correspondante a la réponse choisie. Aucune justification n’est demandée. Chaque réponse

correcte rapporte 1 point. Une réponse incorrecte ou une question sans réponse n’apporte ni ne retire de point.

1. On se place dans un repere orthonormé du plan. Sur la figure ci-dessous, on a tracé la courbe représentative

notée C d’une fonction f définie sur IR. La droite D est tangente a la courbe C au point A(5 ; 0).
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3. Soit f une fonction telle que f(2) = 5 et f’(2) = —1. Dans un repere, la tangente a la courbe représentative

de f au point d’abscisse 2 a pour équation :
a)y=-x-3 b)y=-x+3

Ay=-x+7 d)y=5x-11

4. Une urne contient 150 jetons rouges et 50 jetons bleus, tous indiscernables au toucher. 20 % des jetons
rouges sont gagnants et 40 % des jetons bleus sont gagnants. Un joueur tire au hasard un jeton de I'urne. La

probabilité que le jeton soit rouge et gagnant est :

a) 0,2 b) 0,45 ) 0,15 d) 0,95

5. La courbe ci-contre Cf est la représentation graphique, dans un repere 2

orthonormé, d’une fonction f. Les droites d et d’ sont respectivement les tangentes a
1
la courbe Cf aux points d’abscisses 1 et 2.

Les équations réduites de d et d’ sont respectivement : : 0 y S
d:y=2x—-2etd:y=—x+ 2. o /
Parmi les propositions suivantes, laquelle est juste ? [: .
2)f(1) =0 b F@) = -1 A

Af(2) =2 dfa=-2

Exercice 3 (5 points)

On considére la courbe représentative de la fonction f définie sur IR par f(x) = 2x*> + 2,8x* — 0,4x + 3 et la

droite d d’équation y = 1,5x + 3.
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L ’objectif de cet exercice est de calculer les coordonnées exactes des points d’intersection de la courbe et de la

droite d.



Partie A : conjecture
D’apreés le graphique, combien de points d’intersection la courbe et la droite d semblent-elles avoir et quelles

semblent étre leurs coordonnées approximatives ?

Partie B : un polynome du second degré
On note p le polynéme défini sur IR par p(x) = 2x* + 2,8x — 1,9.
1. Montrer que 0,5 est une racine de p.
2. a. Calculer la somme des racines de p.

b. En déduire la seconde racine de p.

Partie C : solution du probleme
On rappelle que les abscisses des points d’intersection de la droite d et de la courbe C; sont les solutions dans IR
de I'’équation :
27 4+ 2,8¢% - 0,4x+ 3 =1,5x+ 3
1. Prouver que cette équation est équivalente a 'équation produit suivante :
xXpk)=0
2. Résoudre I’équation produit x X p(x) = 0.

3. En déduire les coordonnées des points d’intersection de la droite d et de la courbe C;.

Exercice 4 (5 points)

On considere la suite a définie par a, = 3 et pour tout entier naturel n : a,+1 = a, + 2n - 1.
L ’objectif principal de cet exercice est de trouver une expression de a, en fonction de n.
1. a. Vérifier que a; = 2 puis calculer a..
b. La suite a est-elle arithmétique ? Justifier.
2. On définit alors la suite b sur IN par b, = a, - n”.
a. Vérifier que bo = 3 et calculer b, et b,.
b. Montrer que la suite b est arithmétique de raison —2.
c. En déduire une expression de b, en fonction de n.
d. Calculer by + by + ... + bigo.
3. a. Déduire de ce qui précéde une expression de a, en fonction de n. Vérifier que a0 = 9 803.
b. Pour tout entier naturel n non nul, la somme des n premiers carrés vérifie :

n(n+1)(2n+1)
6

12+ 22+ ...+ n*=

Calculer a; + a; + ... + aioo.



Corrigé du devoir surveillé de mathématiques n°4'

Exercice 1 (5 points) |

1.pR:) = 0,9, p, (R:) = 0,95 et py (Ra) = 0,2.

2. py (R,)=1- py (R) =1-0,95=0,05

La probabilité que le client ne rapporte pas la bouteille de son panier de la deuxieme semaine sachant qu’il a

rapporté la bouteille de son panier la premiere semaine est 0,05.

3. On utilise la regle de la somme pour compléter I'arbre.
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4p(R1 N Rz) = p(Rl) X pRl (Rz) = 0,9 X 0,95 = 0,855

La probabilité que le client rapporte ses bouteilles des paniers de la premiére et de la deuxieme semaine est
0,855.
p(RiNR,)  P(R)xpe(Ry)  0,1x0,2

5. R.) = = = ~ 0,023
P (R) =) »(R,) 0,875

La probabilité que le client n’ait pas rapporté la bouteille de son panier de la premiere semaine sachant qu’il a a

rapporté la bouteille de son panier de la deuxiéme semaine est environ 0,023 (arrondie a 107%).

Exercice 2 (5 points)

1. d. f’(5) est la pente de la tangente a la courbe en A(5 ; 0). En utilisant le quadrillage, cette pente est
approximativement égale au rapport de — 1 en ordonnée pour 3 en abscisse. On en déduit la réponse :
1

fE) =3



2. d. f’(1) est la pente de la tangente (AB) a la courbe Cren 1. On a donc :
i_(—_S
Yy 3 13

Q)= J = = 3.

X ,—Xp 1-0

On pouvait procéder efficacement par élimination car la pente est positive et clairement supérieure a 2.

3. c. L ’équation de la tangente est donnée, d’apres un théoréme du cours, par :
y=r2) x-2) +f(2)

Cela donne, avec les données de ’énoncé :
y=-1X(x-2)+5

soit apres réduction :

y=-x+17.

4. c. On note G : « Le jeton est rouge » et G : « Le jeton est gagnant ».

p(RNG) = pr(G)xp(R) = 20 % X % = 0,15

La probabilité que le jeton soit rouge et gagnant est 0,15.

5. b. Les équations des tangentes donnent directement les coefficients directeurs de ces tangentes en x = 1 et

x=2:f(1) =2etf’(2) = -1.

Exercice 3 (5 points)

Partie A
La courbe et la droite semblent avoir trois points d’intersection (il y en a peut-étre en dehors de la fenétre

graphique) dont les coordonnées semblent étre environ (—1,9 ; 0,2), (0 ; 3) et (0,5 ; 3,7).

Partie B
1.p(0,5) = 2x0,5* + 2,8x0,5-19=05+1,4-1,9=0

Donc 0,5 est une racine de p.

2. a. La somme S des racines du polynéme p est, d’apres un théoréme du cours :

s=_b__28 _

-1,4
a 2

Donc la somme des racines de p est —1,4.

b. D’apres ce qui précéde, en notant x, la seconde racine de p, on obtient :

0,5 +x,=-1,4



et ainsi :
X2 = —1,9
On vérifier avec la calculatrice : p(-1,9) = 2x(-1,9)* + 2,8x(-1,9) — 1,9 = 0.

La seconde racine de p est —1,9.

Partie C
1. 2x* + 2,8x* — 0,4x + 3 = 1,5x + 3
=3 2 +2,8¢*-0,4x +3 —1,5x-3=0
o 2 +2,8¢*-19x =0
o x(2*+28—-1,9 =0

= xXpx)=0

2.x X p(x) = 0 si et seulement si x = 0 oup(x) = 0.

L ’équation produit admet donc trois solutions : 0 et les deux racines du polynéme p (c’est-a-dire —1,9 et 0,5).

On obtient en tout trois solutions : —=1,9, 0 et 0,5.

3. D’apres les questions 1 et 2 de la partie C, '’équation 2x*> + 2,8x* — 0,4x + 3 = 1,5x + 3 admet trois
solutions dans IR donc il existe trois points d’intersection entre la droite d et la courbe C; et leurs abscisses sont

ces trois solutions : -1,9, 0 et 0,5.

Pour calculer leurs ordonnées, on utilise '’équation de la droite d : y = 1,5x + 3 (les calculs donnent les mémes

résultats qu’en utilisant la fonction f mais ils sont plus simples) :
1,5%(-1,9) + 3 =0,15
1,5x0+3 =3
1,5%0,5 + 3 = 3,75.
En conclusion, les coordonnées exactes des points d’intersection entre la droite d et la courbe C; sont :

(-1,9;0,15), (0; 3) et (0,5 ; 3,75).

Exercice 4 (5 points)

1. a. Pourn = 0,0on adp+1 = ap + 2X0-1donca; = 3 + 0-1 = 2. On a Vvérifié que a; = 2.

Maintenant, pourn = 1,ona ai+1 = a; + 2X1-1donca, =2 + 2-1 = 3. On adonc a, = 3.

b. D’apres I'’énoncé et la question 1. a., on a :

ap=3,a;,=2eta, = 3.



donca;—ap,=2-3=-1eta,—a; = 3 -2 =1 donc la différence n’est pas constante : la suite a n’est pas
p p

arithmétique.

2. a.Pourn=0,onaby=a-0*=3-0=3.
En prenantn = 1, on obtient b; = a; - 1> =2-1 = 1 etavecn = 2, cela donne b, = a, - 2> = 3 -4 = -1.
En résumé :

b0=3,b1=1etb2=—1.

b. D’apres ce qui précéde, la suite b semble arithmétique de raison —2. Démontrons-le.
Soitn € IN. Calculons b1 — bn.
busi=by = [(@n1— (n+1)°] - (an—n?)
=[a.+2n-1-(@*+ 2n + 1] - (a,—n?

=[a, +2n-1-n*>-2n-1]- (a,-n?

(@, —n*-2) - (a.—n?

=a,-n*-2-a, + n?
=2

Donc la suite b est arithmétique de raison -2.

c. D’apres un théoréme, pour toutn € IN on a b, = by — 2n soit :

b, =3-2n.

d. La question 2. ¢ permet d’écrire b0 = 3 —2X100 = -197 et la suite b étant arithmétique, on a, d’apres un

théoréme :

(b; + byy,) X100
b1+b2+...+b100= 2 =(1—197)X50=—9800

donc :

b1+b2+ +b1oo=—9800

3. a. D’aprés I’énoncé, pour toutn € NN, b, = a, — n* donc a, = b, + n® Mais, d’apres la question 2. ¢, pour tout

n € N, b, = 3-2n ce qui donne a, = 3 - 2n + n*soit :
a, =n*-2n+ 3

En particulier, pour n = 100, on obtient a;po = 100> - 2x100 + 3 = 10 000 - 200 + 3 = 9803.



b. On a vu que, pour toutn € N, a, = b, + n* donc :
a; + as; + ... + digo = (bl + 12) + (bz + 22) + ... + (bIOO + 1002)
=b1+by+ ...+ bio+ 1>+ 2>+ ... + 100°

n(n+1)(2n+1)
6

Maintenant, pour n non nul, la somme des n premiers carrés vérifie 1> + 2> + ... + n* =

donc :

124+ 922 + ... + 1002 = 100X121X201 — 338 350

Mais d’aprées la question 2. c.,on a :
b1 + bz + ... + b100 = —9800
On obtient :

a +as + ... + di00 = —9 800 + 338 350 = 328 550
En conclusion :

a +a, + ... + A100 = 328 550
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