SECOND DEGRE : FORME FACTORISEE

Cours

«Un jeune aujourd’hui ne peut pas manquer sur Uenvie. Tu peux manquer techniquement, ¢a peut arriver. Mais sur
Uenvie, tu dois avoir plus faim que les autres. »

Mehdi Benatia

I. DEFINITION

Les fonctions affines étudiées en 3¢ et en 29¢ sont ce qu’on appelle des fonctions polyndmes du 1°° degré
: leur expression algébrique peut s’écrire sous la forme ax + b.

- ™
Définition 1. Soient «, b et ¢ trois nombres réels avec a # 0.

Une fonction polynome du second degré est une fonction f qui peut s’écrire sous la forme
f(z)=az®+bx+c
pour tout réel x.
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Théoréme 1. La forme az? + bx + c est unique.
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Démonstration. On suppose qu’il existe six réels a, b, ¢, a/, V' et ¢ (a et ' non nuls) tels que,
pour tout réel z :

ar? +br+c=dz* +Vr+¢
Lorsque x = 0, on obtient ¢ = .
Lorsque = = 1, on obtient a+b+c = a’ +b' + ¢ ce qui donne, puisque c = ¢’ : a+b = d' + 0 (égalité 1).
Et lorsque = —1, on obtient a — b+ ¢ = o/ — I/ + ¢ ce qui donne, puisque c = : a —b=d =V
(égalité 2).
En sommant les égalités 1 et 2, on obtient 2a = 2a’ soit a = d’ et en réutilisant ’égalité 1 par exemple
on obtient enfin que b = V'.

Ce qui montre que la forme est unique.

Comme elle est unique, on l'appelle la forme développée du polynéme. Comme il y a trois termes,
on emploie parfois le mot trinbme pour désigner un polynéme du second degré. a, b et ¢ sont les
coefficients du polynome : ils seront notés ainsi dans toute la suite de ce cours.

Exemple 1. Reconnaitre les fonctions polynémes du second degré : f :z — (z —1)? — 2% g : 2 —
(1—z)?+z%eth:xw— 2z(r —1)% + 422

Solution. f(z) = 2> — 2x + 1 — 2> = —2z + 1 donc f est une fonction polynéme du 1° degré, une
fonction affine.
g(z) =1 -2z + 2® + 22 = 22 — 22 + 1 donc g est une fonction polynéme du second degré (a = 2,
b=—-2etc=1).
h(z) = 2x(2? — 2z + 1) + 42% = 223 — 422 + 22 + 42* = 223 + 22 donc h est une fonction polynéme du
3¢ degré.




II. RACINES ET FACTORISATION D’UN POLYNOME

Définition 2. Soit f une fonction polynéme du second degré.
On appelle racine du polynéme f toute solution de I'équation f(x) = 0.

Si elles existent, les racines d’un polynéme sont donc les abscisses des points d’intersection de la courbe
représentative du polynome avec I'axe des abscisses.

Exemple 2. Montrer que 2 est une racine de la fonction polynome du second degré définie par :
f(x) = 22% — Tz + 6.

Solution. f(2) =2 x22—-7x2+6=8— 14+ 6 = 0 donc 2 est une racine du polynéme du second
degré f.

Théoreme 2. Soit f une fonction polynéme du second degré.
Si le polynome [ posséde une racine x; alors il existe un réel x5 (pas nécessairement différent de
x1) tel que le polynéme puisse étre factorisé sous la forme :

f(@) = a(z —z1)(z — 25)

et le réel z, est également une racine de f.
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Démonstration. On prend f une fonction polynéme du second degré avec a, b et ¢ ses coefficients :
f(z) = ax?® + bx + c. On suppose que f posséde une racine z;.

Puisque f(x;) = 0, on peut écrire :
f(x) = f(z) — f(z1) (un peu étrange, mais ca va s’éclairer)
= ar® +br +c—ax] — by, —c
=a(2® — 23) + b(z — x1)
=a(r —x1)(z 4+ 21) + bz — 21)

= a(r — x1) ((z+x1)+g) (car a # 0)
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On note alors 25 = —x; — — et on a bien :
a

f(x) = a(z = 21)(x — x5)

Comme f(x2) = a(zy — x1)(29 — x2) = 0, x5 est également une racine de f.

Théoreme 3. Soit f une fonction polynéme du second degré. On suppose que f possede deux
racines distinctes z; et x5 ou une racine unique x; et on pose dans ce cas xy = ;. On a alors :
b c

Ty + 29 = —— et T1Ty = —
a a

Démonstration. On prend f une fonction polynéme du second degré. On suppose que f possede
deux racines distinctes x; et x5 ou une racine unique x; et on pose dans ce cas z, = ;.

Le théoreme 2 donne f(x) = a(x — z1)(z — x4). Comme z,, est racine, on a a(zy — x1)(z2 — x)) = 0. Si
xo # 1, la regle du produit nul donne ), = x,. Sila racine est unique, comme z, est aussi une racine
d’apres le théoreme 2, on a 2/, = x2 = ;. On a donc dans chaque cas :

flz) =alx —z1)(x — z3)
On développe f(z) = a(z — x1)(x — 22) = ax? — a(z; + 22)x + azx 22 et comme d’apres le théoreme 1,
la forme développée est unique, on obtient, par identification des coefficients, b = —a(z; + x2) et




¢ = axixy SOit :

C
T+ T9g = —— et T1To = —
a a

Certains polynémes du second degré n’admettent aucune racine comme x> + 1 : puisque pour tout
réel x, x> > 0 on a donc 22 + 1 > 1 > 0 et donc, quel que soit le réel z, 22 + 1 # 0.

Certains polynémes n’admettent qu’une seule racine, comme par exemple x> — 2x + 1 car, pour tout
réel x :

- 2x+1=(x—-1>2=(x—1)(z—1)
La regle du produit nul dit que ce polynéme n’admet que 1 comme racine (dite alors « racine dou-
ble »).

Certains polynémes admettent deux racines, comme par exemple z? + z — 6 car, pour tout réel z,
22+ 12— 6= (r — 2)(x + 3) qui admet 2 et —3 comme racines.

Le théoréme 4 nous dit qu’il n’y a pas d’autres cas : un polynome du second degré admet 0, 1 ou 2
racines.
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Théoréme 4. Une fonction polynéme du second degré admet au maximum deux racines. ]

Démonstration. C’est évident dans le cas ot un polynéme f n’admet pas de racine. Maintenant, soit
f un polynome admettant une racine x;. Le théoréme 2 permet d’affirmer qu’il existe un réel x, tel
que :

f(@) = a(z —a1)(x — x,)
f(z2) = 0 donc le nombre z;, est une racine de f.

Si x3 est une racine de f, alors f(z3) = 0 donc a(x3 — z1)(x3 — 22) = 0 et ainsi, par la régle du produit
nul :

T3 =1 OU I3 =29

Donc toute racine est égale a x; ou a x5 : si ;1 = x5, le polyndbme admet une seule racine (dite
« double »), et si z; # x5, le polynome admet deux racines distinctes. Il ne peut pas en avoir plus.

Si un polynéme admet une racine, ces théoremes permettent d’obtenir sa seconde racine.

Exemple 3. Soit la fonction polynéme du second degré définie par f(z) = 22> — 7x + 6. Calculer le
produit des racines.
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Solution. D’aprés un théoréme, le produit des deux racines du polynome du second degré f est 5= 3.

Exemple 4. Soit la fonction polynéme du second degré définie par f(x) = 22% — 7x + 6. Déduire des
exemples précédents la seconde racine de ce polyndme.

Solution. D’apres ce qui précede, le nombre 2 est une racine du polynome du second degré f et le
produit des deux racines vaut 3. En notant x, la seconde racine, on a :

2X 29 =3 <— 272:1,5
Vérifions : f(1,5) =2x 1,52~ 7x 1,54+ 6=2x 225 —10,5+6 =4,5— 10,5 + 6 = 0.

Théoréme 5. Lorsqu’elle existe, la forme a(z — z1)(x — x2) est unique, a 'ordre de x; et =, pres. ]

Démonstration. Supposons a(x — z1)(x — z3) = d/(z — x})(z — x}) pour tout réel z.

Le théoréme 1 appliqué aux coefficients de z? donne a = a/.

x| est une racine, donc x| = x; ou 2} = z,. Disons =} = z; (si 2] = z, on inverse simplement I'ordre).
Le théoreme 1 appliqué aux coefficients de x donne x; + x5 = 21 + ), d’oll 2, = xs.



Définition 3. Soit f une fonction polynéme du second degré possédant deux racines distinctes
et x5, ou une racine unique z; ; on pose dans ce cas ry = 7.

La forme a(x — z1)(x — x2) est appelée la forme factorisée du polynoéme.

Par exemple, le polynéme 622 — 182+ 12 admet différentes expressions factorisées, comme (62 —6)(x—2),
(x — 1)(62 — 12), 2(3x — 3)(z — 2) ou encore 6(z — 1)(x — 2) mais c’est uniquement cette derniere qu’on
appellera la forme factorisée du polynéme 62> — 18z + 12.

Lorsque le polynéme ne possede pas de racines, on dit simplement qu’il n’est pas factorisable : la forme
factorisée n’existe pas.

Exemple 5. Soit la fonction polynéme du second degré définie par f(x) = 22% — 7z + 6. Déduire des
exemples précédents la forme factorisée de ce polynome.

Solution. D’aprés ce qui précede, le polynéme du second degré f admet deux racines, 2 et 1,5, et son
coefficient a est 2, donc, d’apres un théoreme, la forme factorisée de f est :

Fla) = 2~ 15)(x — 2)
Vérifions : 2(z — 1,5)(x — 2) = 2 (2? — 20 — 1,5z + 3) = 2 (2* — 3,5x + 3) = 22% — Tz + 6.

ITI. SIGNE D’UN POLYNOME AYANT DEUX RACINES

e ™
Théoréme 6. Soit f une fonction polynéme du second degré possédant deux racines distinctes z;

et zy avec r; < rp OU une racine unique x; ; on pose dans ce cas xy = ;.
* f(z) est du méme signe que a a ’extérieur des racines (c’est-a-dire sur |—oo ; x1[U |zg ; +00[).

» Sixy # x9, f(x) est de signe opposé a a entre les racines (c’est-a-dire sur |z, ; z5|).
. J

Démonstration. D’apres la démonstration du théoreme 3, f(z) = a(z — x1)(z — x2). On distingue
deux cas selon le signe de a.

Si a > 0, on obtient le tableau suivant : Si a < 0, on obtient le tableau suivant :
T —00 T T2 +00 T —00 I T +00
a + + + a — — —
r— I - 0 + + r—I - 0 + +
T — X2 - - 0 + T — I3 - - 0 +
() + 0 - 0 + f(x) -0 + 0 -

Donc, dans les deux cas, f(x) est du signe de a a 'extérieur des racines et de signe opposé entre (si
xr1 = Z3, la colonne centrale doit juste étre supprimée), ce qui démontre le théoreme.

Ce théoreme permet de raccourcir considérablement I'étude du signe d’un polynome du second degré.

Exemple 6. Soit la fonction polynéme du second degré définie par f(x) = 22% — 7z + 6. Déduire des
exemples précédents son signe.

Solution. D’apres ce qui précede, le coefficient a = 2 est positif et la fonction polynéme du second de-
gré f admet 1,5 et 2 comme racines, donc, d’apres un théoréme du cours, f(z) est positif a 'extérieur
des racines :

f(x) + 0 - 0 +
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