DERIVATION : POINT DE VUE GLOBAL

Cours
«Plus la réalité que nous désirons connaitre est riche et complexe, et plus aussi il est important de disposer de plusieurs “yeux”
pour Uappréhender dans toute son ampleur et dans toute sa finesse. »

Alexandre Grothendieck

Le nombre dérivé d’une fonction est une notion locale : on se focalise sur un point particulier. Voyons maintenant
si on peut prendre de la hauteur et avoir un point de vue global.

En calculant le nombre dérivé de la fonction carré (f(z) = 22) en quelques points, on obtient :

f/(l) =2, f’(2) =4, f’(3) =0, ...
Il semble se dégager une relation toute simple entre un nombre z et le nombre dérivé correspondant : f/(z) = 2x.

En prouvant cette relation, on éviterait le calcul fastidieux et répétitif de chaque nombre dérivé de la fonction
carré. Le taux de variation de la fonction carré entre un réel = quelconque et = + h (avec h # 0) est :

fl@+h)—f() (z+h)?*—2a® 2?+2zh+h*—2> 2zh+h*  h(2z+h)

h h h h h
Lorsque h tend vers 0, ce taux tend vers 2z. On a donc bien, pour tout réel z :  f'(x) = 2.

=2z + h.

Cette relation générale entre un réel x quelconque et le nombre dérivé de la fonction carré en = est remarquable
de simplicité : la fonction qui a tout réel = associe le nombre 2x est appelée fonction dérivée de la fonction
carré.

Désormais, pour obtenir un nombre dérivé de la fonction carré, il sera bien plus commode d’utiliser la fonction
dérivée plutdt que de passer par la limite du taux de variation. On veut le nombre dérivé de la fonction carré
en 5 ? Facile: f/(5) =2 x 5 =10. Eten —4 ? Tout aussi simple : f'(—4) =2 x (—4) = —8.

I. FONCTION DERIVEE

D’une maniere générale, la fonction qui a tout réel x associe le nombre dérivé d'une fonction donnée est appelée
fonction dérivée de la fonction donnée.

Définition. Soit f une fonction définie sur un intervalle 1.
La fonction f est dérivable sur I si elle est dérivable en chaque réel x de 1.

La fonction, notée f’, qui, a chaque réel = de I, associe le nombre dérivé f’(z) est appelée la fonction
dérivée de la fonction f.

A Tusage, on abrégera souvent I'expression « fonction dérivée d’une fonction » en « dérivée » tout simplement :
par exemple, on dira « la dérivée de f(z) = 2% est f'(x) = 2z » au lieu de dire « la fonction dérivée de la fonction
f définie par f(x) = 22 est la fonction f’ définie par f'(z) = 2z ».

Rappel. Il existe des fonctions qui ne sont pas

dérivables en certains points : on a vu que la 2+ y=ve ki 2+
fonction racine carrée n’est pas dérivable en 0

(sa courbe « devient verticale » a l'origine) et 1+ 14

que la fonction valeur absolue ne 'est pas non

plus (sa courbe garde la forme d’un « v », méme T % g o 1 T2

en zoomant).
La fonction racine carrée est donc définie sur
[0; +00[ mais dérivable seulement sur |0 ; +o0|.



II. FONCTIONS DERIVEES DE REFERENCE

Peut-on faire la méme chose avec les fonctions de référence ? Le principe est toujours le méme : on calcule le taux

x+h)— f(x . . . . .
it )~/ ), on le simplifie au mieux, puis on cherche vers quel nombre il tend lorsque h tend
vers 0. Les résultats sont regroupés dans un tableau, qui constitue une liste de théorémes a connaitre.

de variation

Vs

N
Théoreme 1. ¢ désigne un nombre réel et n désigne un entier naturel non nul.
Fonction Domaine de définition f(x) f'(x) Domaine de dérivabilité
constante R c 0 R
identité R x 1 R
carré R x? 21 R
cube R 3 322 R
puissance n R " nan ! R
inverse ] —00;0[U]0;400] 1 _i? ] —00;0[U]0;400]
T X
racine carrée [0; +o0] NI 1 105 +o0]
2z
inverse de puissance n | —00;0[U]0;400] 1 — :H | —00;0[U]0;4o00]
n x
N J
On rappelle que, pour tout réel x non nul, z=! = 1,21 et plus généralement " = L La derniére ligne
PP que, p T s L - > L - ZUQ p g & - n" g

xr X
du tableau s’écrit alors : la dérivée de 2" est —n 2z~ " !. Autrement dit, la formule de la dérivée de la fonction
puissance s’étend aux exposants entiers strictement négatifs.

Démonstration. Fonction carré. Voir l'introduction.  Fonction inverse. Soit f(x) = —, et soient x un réel
x
non nul et 4 un réel non nul tel que = + h # 0. Le taux de variation de f entre = et x + h est :

1 1 x T+ h —h
fa+h) —f@) _sxh o _ stk a(erh) _alerh) _ <h 11
h h h h z(x+h)  h z(z+h)
1 1
Lorsque h tend vers 0, = + h tend vers = donc z(z + h) tend vers z? : le taux tend vers ——5. Ainsi f'(z) = ——.
x x

Autres fonctions. Le taux de variation entre x et x + h vaut :

. c—c . - C . .
* pour la fonction constante : = 0, qui tend vers 0 (il n’y a rien a faire) ; pour la fonction identité :

h—
HTQC =1, qui tend vers 1 (il n’y a pas plus a faire) ;
. h)3 — 3 . .
 pour la fonction cube : w = 322 + 3zh + h?, qui tend vers 3z? (a retrouver !) ;
Va+h-— 1
» pour la fonction racine carrée, avec z > 0 : Tt Ve = , qui tend vers (Cest
h Va+h+x 2\/x

peut-étre la plus jolie preuve de toutes : on multiplie le numérateur et le dénominateur par v« + h + /).

Pour les fonctions puissance et leurs inverses, c’est assez technique en premiere : le résultat est admis.

Exemple 1. Déterminer la dérivée des fonctions définies sur R (f4 sur | — co;0[ U |0;+o0] et f5 sur [0;+o00|)
par les expressions suivantes.

film)=2  foz) =2 fs(x) =2t falz) = . f5(x) =V

Solution. D’apres le théoréme 1, on obtient :

=0 fo-m Ho-i Aw--k -

(pour x > 0)



ITI. OPERATIONS SUR LES FONCTIONS DERIVABLES

Les fonctions de référence sont dérivables sur leur ensemble de définition (sauf la fonction racine carrée en 0).
Qu’en est-il des fonctions construites & partir d’elles ? Prenons la fonction f définie sur R par f(z) = 2% + 2 :
c’est la somme de deux fonctions de référence. Peut-on obtenir sa dérivée a partir de celles des fonctions carré et
identité ? Il faut encore repasser par le taux de variation. .. Heureusement, on le fait une bonne fois pour toutes.

Si f(z) =u(z) +v(x):
flx+h)—f(z) (u(m +h)+v(x+ h)) — (u(m) + v(w)) _u(z+h) —u(x) N v(z+h) —v(x)

h h h h

ce qui donne, lorsque A tend vers 0 (on reconnait les taux de variation de v et de v) : f'(z) = u/(z) + V/(x), ce
quon note f’ = u’ + v'. Par exemple, si f(z) = 2 + x alors f/(x) =2z + 1!

Mais il y a encore plus fort. Prenons f(z) = 2° + = + 1 et cherchons le nombre dérivé f’(5). On commence par
déterminer la dérivée de f : pour tout réel z, f'(z) = 322 + 1+ 0 = 322 + 1, et ainsi f/(5) = 3 x 52 + 1 = 76. Et
voila, terminé en deux coups de cuiller a pot : c’est la fin des calculs fastidieux de taux de variation.

Un travail similaire peut étre entrepris pour la différence, le produit par une constante, le produit, I'inverse et le
quotient. Les résultats sont regroupés dans un tableau, qui constitue aussi une liste de théorémes a connaitre.

e I
Théoreme 2. u et v désignent deux fonctions dérivables sur un intervalle I et k désigne un nombre réel.
Nature de la fonction f i Condition
somme u+v u 4+
différence u—v u =
produit par une constante ku k'
produit U u'v+ur
. 1 u’
inverse . S u(x) # 0 pour tout = de T
U u?
. e, k ku
inverse généralisé v -—— u(x) # 0 pour tout = de I
u u
ra /
quotient u v . uv v(x) # 0 pour tout = de T
v
- J

Démonstration. Produit. Soit f = wv. Il faut s’accrocher : on retranche puis on ajoute u(x) x v(x + h) au
numérateur.
fle+h) = f(z)  ulx+h)xo(@+h) —u(x) xv(z)
h h
u(x 4+ h) xv(x+h) —u(x) xv(x+h) +u(z) X v(e+h) —uz) X v(z)
h

~u(r +h) —u(x) v(x + h) — v(z)
= Y x v(x + h) + u(x) x A

Lorsque h tend vers 0, les deux taux de variation tendent vers u/(z) et v'(z), et on admet que v(z + h) tend vers
v(z). On obtient f'(z) = u/(z) x v(x) + u(z) x v'(z), cest-a-dire [ = v v+ uv'.




Autres opérations.
» Somme, différence : la somme a été traitée ci-dessus ; pour la différence, seul un signe change.

u(z + h) —u(x)

* Produit par une constante : si f = ku, le taux de variation de f vaut k x

h
kx u'(x).
o Inverse : si f = 1, le taux de variation de f vaut
u
1 1 u(x) —u(x + h)
u(x+h)  w@x)  ulz+h) xu)  ulz+h)—u) 1 . _u'(v)
= h = 7 X W@ T h) X @) qui tend vers MESER

 Inverse généralisé : on écrit — = k x — et on utilise les deux résultats précédents.
u u
. A . u 1 .
* Quotient : on peut étre astucieux, car — = u X — est un produit. Donc
v v
/

wy o, 1 v Wo o wv W v —ud
v v v v v v

, qui tend vers

Exemple 2. Déterminer la dérivée des fonctions définies sur R (f5 sur | — oo ;0[ U ]0; +0c[) par les expressions

suivantes.
filx)=x+2 fo(z) =2 — fa(x) = 4x fa(z) = 2%+ 52+ 2 f5(x) :CL‘4+%
Solution. D’apres les théoremes 1 et 2 (somme, différence, produit par une constante) :
* filx)=140=1 (somme de la fonction identité et d'une constante) ;
* fi(z) =22 —1 (différence de la fonction carré et de la fonction identité) ;
i
/

()
() =4x1=4 (produit de la fonction identité par la constante 4) ;
e filz)=2x+5x1+0=22+5;

fi(z) = 423 + (—;) = 4z3 — é (pour = # 0).

Exemple 3. Déterminer la dérivée de la fonction f définie sur R par f(z) = (2z + 3)(3z — 7).

Solution. f(z) est un produit. On note : u(z) = 2z + 3 et v(x) = 3z — 7. On a alors : u/(z) = 2 et v/'(z) = 3.
Onobtient :  f/(z) = u/(z) v(z) + u(z)v'(x) =23z —7) 4+ (20 4+ 3) x 3 =62 — 14 + 62 + 9 = 122 — 5.

La dérivée de f est donc : f'(x) = 12z — 5.

1
Exemple 4. Déterminer la dérivée de la fonction f définie pour = # 1,5 par f(x) = ; + 3
x J—
Solution. f(z) est un quotient. On note : u(z) =x + 1 et v(z) = 2z — 3. On a alors : v/(z) = 1 et v'(x) = 2.
() = u'(z)v(r) —u(x)v () 1xQ2r—-3)—(z+1)x2 22-3-22-2 -5
B v(x)? B (22 — 3)2 - (22-3)2 (22 —3)2

5

La dérivée de f est donc : f/(z) = TR



