Dans tout ce chapitre, f est une fonction polyndéme du second degré définie sur R par f(z) = ax? + bx + ¢, avec

SECOND DEGRE : FORME CANONIQUE ET EQUATIONS

Cours

«Si vous ne pouvez pas résoudre un probléme, alors il existe un probléme plus simple que vous pouvez résoudre : trouvez-le. »

George Polya, d’aprés How to Solve It, 1945

a #0: a, bet csont ses coefficients.

I. FORME CANONIQUE D’UN POLYNOME
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Théoréme 1. Soit f une fonction polynéme du second degré, avec a le coefficient de z2.
Il existe deux réels « et /3 tels que, pour tout réel z : f(z) = a(x — a)? + B.

Démonstration. Pour tout réel 2, comme a # 0 :
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Définition 1. Soit f une fonction polynéme du second degré.
La forme a(z — «)? + 3 de f(x) est appelée la forme canonique du polyndme.

Méthode : compléter le carré

Pour tout réel k, on a (z + k)? = 2 + 2kz + k2, donc :
2?4 2kx = (x4 k)% — k?

Pour écrire la forme canonique, on reconnait dans 22 + 2kx le début du carré (z + k)2, puis on retranche k2.

Par exemple, 22 — 6z est le début de (z — 3)? : 22 — 62 = (z — 3)% — 9.

Remarque (extremum). La forme canonique donne
Pextremum du polynéme. Pour tout réel z, (z — a)? > 0,
et ce carré est nul pour x = « :

e sia >0, alors f(z) > f: f admet un minimum égal a 3,

e sia <0, alors f(z) < 8 : f admet un maximum égal a

Dans I'exemple 1, a = 1 > 0 : le polynéme 22 — 42 + 8 admet
un minimum égal a 4, atteint en 2.

Remarque (courbes). La courbe de la fonction z +—

Exemple 1. Ecrire sous forme canonique le polynéme 22 — 4z + 8.
Solution. 2% — 4x est le début de (z — 2)?, donc 2% — 42 = (z — 2)% — 4. Ainsi :
2 —4r+8=(r—-22—-4+8=(x—2)>2+4

atteint en « ;

5, atteint en .

f(xz—m) s’obtient en décalant celle de f de m unités horizon-
talement (vers la droite si m > 0, vers la gauche si m < 0).
Ainsi, la courbe de x — (z — 2)? + 4 est celle de x — 2
décalée de 2 vers la droite, puis de 4 vers le haut.



I1. EQUATIONS DU SECOND DEGRE

Définition 2. Soit f une fonction polynéme du second degré avec a, b et ¢ ses coefficients.
Le nombre b? — 4ac est appelé le discriminant du polynéme et il est noté A.

A se lit « delta », c’est la lettre majuscule « d » en grec.
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Théoreme 2. Soit f une fonction polynome du second degré avec a, b et ¢ ses coefficients.

Le signe du discriminant A = b? — 4ac permet de déterminer le nombre de racines du polynéme :

—b+\/Zet ~b—VA
2a 2a ’

* si A > 0, le polynome admet deux racines égales a

b
* si A =0, le polyndme admet une unique racine (une racine double) égale a 54
a

* si A <0, le polynome n’admet aucune racine.

- %
Démonstration. D’aprés la démonstration du théoréme 1, 'équation ax? + bz + ¢ = 0 est équivalente a
b\® b —dac , . b\ A :
alr+—| = ————, ce qui donne, en divisant par a # 0 : (z+— | = - On raisonne par
2a 4a 2a (2a)

disjonction des cas, selon le signe de A (le nombre (2a)? est strictement positif) :

2
* si A <0, on cherche z tel que (m + 2) < 0, ce qui est impossible : il n’y a aucune solution ;
a

b > b b
* si A =0, on cherche z tel que (x + ) =0, ce qui donne z + — =0, soitx = —— ;
2a 2a 2a
2
b\> (VA b A b VA
* siA>0,onchercheztelque (z+—) =|—~—— | ,cequidonnez+ — = — oux+ — = ———, soit
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Exemple 2. Résoudre dans R les équations : 222 — 2z +3=0et2?> —x — 1 =0.

Solution. Résolvons I'équation 222 — 2z + 3 = 0. On reconnait une équation du second degré mais aucune
solution n’est évidente. Calculons le discriminant :

A=(-22-4x2x3=4-24=-20
A < 0 donc, d’aprés le théoréme 2, 'équation 222 — 2 + 3 = 0 n’a pas de solution : 'ensemble des solutions

est 'ensemble vide, noté S = &.

Résolvons maintenant I'équation 22 — 2 — 1 = 0. On reconnait aussi une équation du second degré mais la

encore, aucune solution n’est évidente. Calculons le discriminant :
A=(-1)2—-4x1x(-1)=1+4=5
A > 0 donc, d’aprés le théoréme 2, 'équation 22 — x — 1 = 0 admet deux solutions distinctes :

((DEVE 14V () -VE 1V

2x1 2 2x1 2
. . . 1—-+v5 1 ) 1—+v5 1 )
Les solutions dans R de I'équation 22 — z — 1 = 0 sont 2\[ et +2\f 1S = { 2\[ ; +2f}.
ITI. FACTORISATION D’UN POLYNOME
e N

Théoreme 3. Soit f une fonction polynome du second degré avec a, b et ¢ ses coefficients et A son discrim-
inant :

* si A > 0, la forme factorisée est f(z) = a(x — x1)(z — z2) ol z; et x5 désignent les deux racines de f ;
* si A = 0, la forme factorisée est f(x) = a(z — x¢)? ol ¢ désigne la racine double de f ;

» si A <0, la forme factorisée de f(z) n’existe pas.
N J




Exemple 3. Factoriser si possible la fonction f définie sur R par : f(z) = 42 — 4z — 3.

Solution. On reconnait une fonction polynéme du second degré mais aucune racine n’est évidente. Calculons

son discriminant :
A=(—4)?—4x4x(-3)=16+48 =64
A > 0 donc, d’apres le théoreme 2, la fonction admet deux racines distinctes :
—(-4)+v64 _4+8 s et —(-4) V64 _4-8
2 x4 8 ' 2 x4 8
D’apres le théoréme 3, la forme factorisée de la fonction f est donc : f(x) = 4(z + 0,5)(z — 1,5).
Vérifions : 4(z + 0,5)(z — 1,5) = 4 (> — 1,5z + 0,5z — 0,75) =4 (2* — 2 — 0,75) = 42 — 4z — 3.

—0,5

IV. SIGNE D’UN POLYNOME
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Théoreme 4. Soient f une fonction polynéme du second degré et A son discriminant :

* si A >0, f(z) est du méme signe que a a 'extérieur des racines, de signe opposé a a entre les racines ;
. A . b .
* si A =0, f(z) est du méme signe que a sur R (sauf en —5, o f(z)=0);
a

* si A <0, f(z) est du méme signe que a sur R.

Exemple 4. Donner le signe de la fonction f définie a
I'exemple 3. x —00 -0,5 1,5 +o0

0
Solution. Le coefficient a = 4 est positif et la fonction () L0 - 0
| |

polynome du second degré f admet —0,5 et 1,5 comme
racines, donc, d’apres le théoreme 4, f(z) est positif a
I'extérieur des racines et négatif entre elles :

Méthode : choisir la forme adaptée

Pour conclure sur I'étude algébrique des fonctions polynémes du second degré, dans le cadre de la résolution
d’un probléme (équation, inéquation, optimisation, variations), on cherche d’abord la forme du polynéme la
plus adaptée :

Forme Elle sert a...

forme développée réduite ax? + bz + ¢ | calculer une image comme f(0), calculer A, dériver

forme canonique a(z — a)? + 3 trouver 'extremum et la valeur ou il est atteint

forme factorisée a(x — x1)(x — x2) (si | résoudre f(x) = 0, étudier le signe, résoudre une inéquation
elle existe)
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